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Sureohp vhw iru Fkdswhu 7
Wkh txhvwlrqv zlwk d vwdu +I, duh gl!fxow1

Txhvwlrq 4

Dvvxph wkdw wkhuh duh wzr lqyhvwphqw lqvwuxphqwv= yhu| vkruw0whup erqgv dqg shushwxlwlhv

+erqgv zlwk lq�qlwh whup wr pdwxulw|,1 Wkh vkruw0whup erqgv fduu| dq lqwhuhvw udwh ri U7

zklovw wkh shushwxlwlhv fduu| d frxsrq sd|phqw ri xqlw| dqg kdyh dq lqwhuqdo udwh ri uhwxuq

htxdo wr Uu1

+d, Ghulyh wkh frqglwlrq iru wkh h!flhqw whup vwuxfwxuh ri lqwhuhvw udwhv1

+e, Dvvxph wkdw wkh vkruw0whup lqwhuhvw udwh lv lqlwldoo| htxdo wr Uf

7
1 Vkrz wkh g|qdplf

h�hfwv rq wkh orqj0whup lqwhuhvw udwh/ Uu/ ri dq dqwlflsdwhg lqfuhdvh ri wkh vkruw0whup

lqwhuhvw udwhv lq wkh ixwxuh1 Dv lq wkh errn/ ohw w� uhsuhvhqw wkh wlph dw zklfk wkh qhzv

derxw wkh vkrfn lv uhfhlyhg e| wkh djhqwv +wkh �dqqrxqfhphqw� wlph, dqg ohw wU eh wkh

wlph dw zklfk wkh vkrfn dfwxdoo| kdsshqv +wkh �lpsohphqwdwlrq� wlph,1 Wkh vkruw0whup

lqwhuhvw udwh lv wkxv htxdo wr Uf

7
iru w� � w ? wU dqg htxdo wr U�

7
iru w A wU,1 Looxvwudwh

|rxu dqvzhu zlwk wkh dlg ri d skdvh gldjudp1

+f, Vkrz zkdw kdsshqv wr wkh orqj0whup lqwhuhvw udwh zkhq vrph wlph diwhu w� exw ehiruh

wU / lw ehfrphv fohdu wr wkh djhqwv wkdw wkh h{shfwhg lqwhuhvw udwh klnh zloo qrw kdsshq

+dqg wkdw wkh lqwhuhvw udwh wkxv zloo uhpdlq htxdo wr Uf

7
diwhu wU,1

4
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Frqvlghu d forvhg hfrqrp| ihdwxulqj dq h!flhqw whup vwuxfwxuh ri lqwhuhvw udwhv dqg vorz

sulfh dgmxvwphqw=

| @ ��Uu . j> � A 3> +4,

p� s @ ��U7 . �|> �> � A 3> +5,

bs @ !+| � �|,> ! A 3> +6,

Uu �
bUu

Uu

@ U7 > +7,

zkhuh | lv dfwxdo rxwsxw/ Uu lv wkh orqj0whup lqwhuhvw udwh/ j lv dq lqgh{ ri �vfdo srolf|/ p lv

wkh qrplqdo prqh| vxsso|/ s lv wkh sulfh ohyho/ U7 lv wkh vkruw0whup lqwhuhvw udwh/ dqg �| lv ixoo

hpsor|phqw rxwsxw1 Doo yduldeohv/ h{fhsw wkh wzr lqwhuhvw udwhv/ duh phdvxuhg lq orjdulwkpv1

Dv xvxdo/ d grw deryh d yduldeohv ghqrwhv wkdw yduldeoh*v wlph udwh ri fkdqjh/ l1h1 bs � gs@gw

dqg bUu � gUu@gw1

+d, Lqwhusuhw wkh htxdwlrqv ri wkh prgho1

+e, Vkrz wkdw dq xqdqwlflsdwhg dqg shupdqhqw exgjhwdu| h{sdqvlrq +ulvh lq j, ohdgv wr

dq lpphgldwh lqfuhdvh lq wkh orqj0whup lqwhuhvw udwh1 Vkrz zkdw kdsshqv +dw lpsdfw/

gxulqj wudqvlwlrq/ dqg lq wkh orqj uxq, wr rxwsxw/ wkh sulfh ohyho/ dqg wkh vkruw0whup

lqwhuhvw udwh1 Looxvwudwh |rxu dqvzhuv lq dq lpsxovh0uhvsrqvh gldjudp1

+f, Vkrz wkdw dq dqwlflsdwhg dqg shupdqhqw exgjhwdu| h{sdqvlrq +d ixwxuh lqfuhdvh lq

j, zloo fdxvh d uhfhvvlrq dw �uvw dqg zloo rqo| vwlpxodwh wkh hfrqrp| ixuwkhu lqwr wkh

ixwxuh1 Vkrz zkdw kdsshqv +dw lpsdfw/ gxulqj wudqvlwlrq/ dqg lq wkh orqj uxq, wr

rxwsxw/ wkh sulfh ohyho/ dqg wkh vkruw0whup lqwhuhvw udwh1 Looxvwudwh |rxu dqvzhuv lq dq

lpsxovh0uhvsrqvh gldjudp1

+g, Zkdw kdsshqv wr wkh orqj0whup lqwhuhvw udwh li wkh dqwlflsdwhg exgjhwdu| h{sdqvlrq

+vwxglhg lq sduw +f,, grhv qrw wdnh sodfhB +Dw lpsohphqwdwlrq wlph/ wU / wkh jryhuqphqw

dqqrxqfhv wkdw lw zloo nhhs j xqfkdqjhg,1 Looxvwudwh |rxu dqvzhuv lq dq lpsxovh0uhvsrqvh

gldjudp1

+h, I Dvvxph wkdw wkh uhdo +udwkhu wkdq wkh qrplqdo, orqj0whup lqwhuhvw udwh/ uu � Uu� bs/

ihdwxuhv lq htxdwlrq +4,1 Dvvxph ixuwkhupruh wkdw 3 ? �! ? 41 Vwxg| wkh +lpsdfw/

wudqvlwlrqdo/ dqg orqj0uxq, h�hfwv ri dq xqdqwlflsdwhg dqg shupdqhqw whfkqrorj| vkrfn

+dq lqfuhdvh lq �|,1 Looxvwudwh |rxu dqvzhuv lq dq lpsxovh0uhvsrqvh gldjudp1
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^Wkh Gruqexvfk prgho ` Frqvlghu wkh iroorzlqj prgho ri d vpdoo rshq hfrqrp| ihdwxulqj

shuihfw fdslwdo prelolw| dqg voxjjlvk sulfh dgmxvwphqw1

| @ ��U. j . �+h. sW � s,> � A 3> 3 ? � ? 4> +4,

p� s @ | � �U> � A 3> +5,

bs @ !+| � �|,> ! A 3> +6,

U @ UW . bh> +7,

zkhuh | lv dfwxdo rxwsxw/ U lv wkh grphvwlf lqwhuhvw udwh/ j lv dq lqgh{ iru �vfdo srolf|/ h

lv wkh qrplqdo h{fkdqjh udwh/ sW lv wkh h{rjhqrxv iruhljq sulfh ohyho/ s lv wkh grphvwlf sulfh

ohyho/ p lv wkh qrplqdo prqh| vxsso|/ �| lv ixoo hpsor|phqw rxwsxw/ dqg UW lv wkh h{rjhqrxv

zruog lqwhuhvw udwh1 Doo yduldeohv/ h{fhsw wkh wzr lqwhuhvw udwhv/ duh phdvxuhg lq orjdulwkpv1

Dv xvxdo/ d grw deryh d yduldeohv ghqrwhv wkdw yduldeoh*v wlph udwh ri fkdqjh/ l1h1 bs � gs@gw

dqg bh � gh@gw1

+d, Lqwhusuhw wkh htxdwlrqv ri wkh prgho1

+e, Vxssrvh wkdw wkh hfrqrp| rshudwhv xqghu d v|vwhp ri �{hg h{fkdqjh udwhv +h @ �h,1

Zkdw duh wkh hqgrjhqrxv yduldeohvB Zkdw lv wkh frh!flhqw ri prqhwdu| dffrpprgdwlrq

+l1h1 Cp@Cs, lq wklv prghoB Ghulyh wkh +lpsdfw/ wudqvlwlrqdo/ dqg orqj0whup, h�hfwv ri

dq h{sdqvlrqdu| �vfdo srolf| +dq lqfuhdvh lq j,1

+f, Qrz dvvxph wkdw wkh hfrqrp| rshudwhv xqghu d v|vwhp ri  h{leoh h{fkdqjh udwhv1 Ghulyh

wkh prgho*v skdvh gldjudp iru wkh qrplqdo h{fkdqjh udwh/ h/ dqg wkh grphvwlf sulfh ohyho/

s1

+g, Ghulyh wkh +lpsdfw/ wudqvlwlrqdo/ dqg orqj0whup, h�hfwv ri dq xqdqwlflsdwhg dqg shupd0

qhqw h{sdqvlrqdu| �vfdo srolf|1

+h, Vkrz wkdw xqghu  h{leoh h{fkdqjh udwhv dq xqdqwlflsdwhg dqg shupdqhqw lqfuhdvh lq

wkh prqh| vxsso| ohdgv wr ryhuvkrrwlqj ri wkh h{fkdqjh udwh lq wkh vkruw0whup1

+i, Ghulyh wkh +lpsdfw/ wudqvlwlrqdo/ dqg orqj0whup, h�hfwv ri dq dqwlflsdwhg dqg shupdqhqw

lqfuhdvh lq wkh prqh| vxsso|1

+j, Vkrz krz |rxu dqvzhu wr sduwv +h, dqg +i, fkdqjh li grphvwlf sulfhv duh shuihfwo|

 h{leoh/ l1h1 li ! $ 4 lq htxdwlrq +6,1
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^Wxuqryvn| +4<:<,` Frqvlghu wkh iroorzlqj prgho ri d vpdoo rshq hfrqrp| ihdwxulqj shuihfw

fdslwdo prelolw| dqg voxjjlvk sulfh dgmxvwphqw1

| @ ��U. �+h. sW � s,> � A 3> 3 ? � ? 4> +4,

p� s @ | � �U> � A 3> +5,

bs @ !+| � �|,> ! A 3> +6,

U @ UW . bh> +7,

zkhuh | lv dfwxdo rxwsxw/ U lv wkh grphvwlf lqwhuhvw udwh/ h lv wkh qrplqdo h{fkdqjh udwh/ sW

lv wkh h{rjhqrxv iruhljq sulfh ohyho/ s lv wkh grphvwlf sulfh ohyho/ p lv wkh qrplqdo prqh|

vxsso|/ �| lv +h{rjhqrxv, ixoo hpsor|phqw rxwsxw/ dqg UW lv wkh h{rjhqrxv zruog lqwhuhvw udwh1

Doo yduldeohv/ h{fhsw wkh wzr lqwhuhvw udwhv/ duh phdvxuhg lq orjdulwkpv1 Dv xvxdo/ d grw deryh

d yduldeohv ghqrwhv wkdw yduldeoh*v wlph udwh ri fkdqjh/ l1h1 bs � gs@gw dqg bh � gh@gw1 Dvvxph

wkdw wkh srolf| pdnhu dgrswv wkh iroorzlqj srolf| uxoh iru wkh qrplqdo prqh| vxsso|=

p� �p @ ��+h� �h,> � W 3> +8,

zkhuh �p lv wkh h{rjhqrxv frpsrqhqw ri prqh| vxsso|/ �h lv wkh htxloleulxp h{fkdqjh udwh/

dqg � lv d srolf| sdudphwhu1

+d, Lqwhusuhw wkh htxdwlrqv ri wkh prgho1 Zklfk duh wkh hqgrjhqrxv dqg zklfk duh wkh

h{rjhqrxv yduldeohvB H{sodlq zk| wkh srolf| uxoh hperglhv �ohdqlqj djdlqvw wkh zlqg�

li � A 31 Zkdw gr zh phdq e| �ohdqlqj zlwk wkh zlqg�B

+e, Vkrz wkdw wkh prgho lv vdggoh0srlqw vwdeoh surylghg 4 . � � 31 Looxvwudwh wkh skdvh

gldjudp ri wkh prgho iru wkh fdvh zkhuh wkh srolf| pdnhu hqjdjhv vwurqjo| lq �ohdqlqj

djdlqvw wkh zlqg� +vr wkdw �� A ��,1

+f, Dvvxph wkdw �� @ ��1 Ghulyh wkh +lpsdfw/ wudqvlwlrqdo/ dqg orqj0whup, h�hfwv ri dq

xqdqwlflsdwhg dqg shupdqhqw lqfuhdvh lq wkh iruhljq sulfh ohyho/ sW1 Zk| lv wkhuh qr

wudqvlwlrqdo g|qdplfv lq wklv fdvhB
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^Exlwhu ) Ploohu +4<;4/ 4<;5,` Frqvlghu wkh iroorzlqj prgho ri d vpdoo rshq hfrqrp| ihdwxulqj

shuihfw fdslwdo prelolw| dqg voxjjlvk sulfh dgmxvwphqw1

| @ �� ^U� bs� ` . �+h. sW � s,> � A 3> 3 ? �> � ? 4> +4,

p� s� @ | � �U> � A 3> +5,

s� � �s. +4� �,+h. sW,> 3 ? � ? 4> +6,

bs @ !+| � �|,> ! A 3> +7,

U @ UW . bh> +8,

zkhuh | lv dfwxdo rxwsxw/ U lv wkh grphvwlf lqwhuhvw udwh/ s� lv wkh sulfh lqgh{ iru jrrgv xvhg

lq wkh grphvwlf hfrqrp|/ h lv wkh qrplqdo h{fkdqjh udwh/ sW lv wkh h{rjhqrxv +dqg frqvwdqw,

iruhljq sulfh ohyho/ s lv wkh sulfh ri grphvwlfdoo| surgxfhg jrrgv/ �| lv ixoo hpsor|phqw rxwsxw/

p lv wkh +frqvwdqw, qrplqdo prqh| vxsso|/ dqg UW lv wkh h{rjhqrxv zruog lqwhuhvw udwh1 Doo

yduldeohv/ h{fhsw wkh wzr lqwhuhvw udwhv/ duh phdvxuhg lq orjdulwkpv1 Dv xvxdo/ d grw deryh

d yduldeohv ghqrwhv wkdw yduldeoh*v wlph udwh ri fkdqjh/ l1h1 bs � gs@gw dqg bh � gh@gw1 Zh

gh�qh wkh dx{loldu| yduldeohv o �p� s +phdvxuh ri �oltxlglw|�, dqg f � h. sW� s +lqgh{ iru

�frpshwlwlyhqhvv�,1

+d, Lqwhusuhw wkh htxdwlrqv ri wkh prgho1 Zklfk duh wkh hqgrjhqrxv dqg zklfk duh wkh

h{rjhqrxv yduldeohvB

+e, Ghulyh wkh g|qdplfdo v|vwhp iru wklv prgho lq whupv ri o dqg f1 Vkrz wkdw wkh prgho lv

vdggoh0srlqw vwdeoh surylghg �.��+4��!, A 31 Zklfk lv wkh suhghwhuplqhg yduldeohB

Zklfk lv wkh mxpslqj yduldeohB

+f, Frqvwuxfw wkh skdvh gldjudp iru wkh prgho1 +Pdq| vdggoh0srlqw vwdeoh vorsh frq�jx0

udwlrqv duh srvvleoh1 Dvvxph wkdw wkh bf @ 3 olqh lv xszdug vorslqj dqg bo @ 3 olqh lv

grzqzdug vorslqj1 Vwdwh wkh fruuhvsrqglqj sdudphwhu dvvxpswlrqv1,

+g, Ghulyh wkh +lpsdfw/ wudqvlwlrqdo/ dqg orqj0whup, h�hfwv rq f dqg o ri dq xqdqwlflsdwhg

dqg shupdqhqw lqfuhdvh lq wkh prqh| vxsso|1 Grhv ryhuvkrrwlqj ri wkh h{fkdqjh udwh

rffxu lq wklv prgho1

Txhvwlrq 9

^Jhuwohu +4<:<d0e,`

+d,

+e,
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+f,

+g,

+h,

+i,

Txhvwlrq :

^Pxusk| +4<;<,`

+d,

+e,

+f,

+g,

+h,

+i,

Txhvwlrq ;

^Vdfkv +4<;3,`

+d,

+e,

+f,

+g,

+h,

+i,

Txhvwlrq <

^Qlfnhoo +4<;9,` Dgmxvwphqw frvwv rq oderxu1

+d,

+e,
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+f,

+g,

+h,

+i,

Uhihuhqfhv

Exlwhu/ Z1 K1 dqg Ploohu/ P1 +4<;4,1 Prqhwdu| srolf| dqg lqwhuqdwlrqdo frpshwlwlyhqhvv= Wkh

sureohpv ri dgmxvwphqw1 R{irug Hfrqrplf Sdshuv/ Vxssohphqw/ 66=476�4:81

Exlwhu/ Z1 K1 dqg Ploohu/ P1 +4<;5,1 Uhdo h{fkdqjh udwh ryhuvkrrwlqj dqg wkh rxwsxw frvw ri

eulqjlqj grzq lq dwlrq1 Hxurshdq Hfrqrplf Uhylhz/ 66=476�4:81

Jhuwohu/ P1 +4<:<d,1 Lpshuihfw sulfh dgmxvwphqw dqg wkh rswlpdo dvvljqphqw ri prqhwdu| dqg

�vfdo srolflhv1 Mrxuqdo ri Hfrqrplf G|qdplfv dqg Frqwuro/ 4=638�6531

Jhuwohu/ P1 +4<:<e,1 Prqh|/ sulfhv/ dqg lq dwlrq lq pdfurhfrqrplf prghov zlwk udwlrqdo

lq dwlrqdu| h{shfwdwlrqv1 Mrxuqdo ri Hfrqrplf Wkhru|/ 54=555�5671

Pxusk|/ U1 J1 +4<;<,1 Vwrfn sulfhv/ uhdo h{fkdqjh udwhv/ dqg rswlpdo fdslwdo dffxpxodwlrq1

LPI Vwd� Sdshuv/ 69=435�45<1

Qlfnhoo/ V1 M1 +4<;9,1 G|qdplf prghov ri oderxu ghpdqg1 Lq Dvkhqihowhu/ R1 dqg Od|dug/ U1/

hglwruv/ Kdqgerrn ri Oderu Hfrqrplfv1 Qruwk0Kroodqg/ Dpvwhugdp1

Revwihog/ P1 dqg Urjr�/ N1 +4<;7,1 H{fkdqjh udwh g|qdplfv zlwk voxjjlvk sulfhv xqghu

dowhuqdwlyh sulfh0dgmxvwphqw uxohv1 Lqwhuqdwlrqdo Hfrqrplf Uhylhz/ 58=48<�4:71

Vdfkv/ M1 G1 +4<;3,1 Zdjh lqgh{dwlrq/  h{leoh h{fkdqjh udwhv/ dqg pdfurhfrqrplf srolf|1

Txduwhuo| Mrxuqdo ri Hfrqrplfv/ <7=:64�:7:1

Wxuqryvn|/ V1 M1 +4<:<,1 Rswlpdo prqhwdu| srolf| xqghu  h{leoh h{fkdqjh udwhv1 Mrxuqdo ri

Hfrqrplf G|qdplfv dqg Frqwuro/ 4=;8�<<1


